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内容提要:具有良好可读性和稳健性的变系数模型在各学科领域应用广泛。本文构建了一种新的
随机效应变系数空间自回归面板模型，运用截面极大似然估计方法，导出了模型的估计量，证明其具备
一致性和渐近正态性，蒙特卡洛模拟研究显示估计量的小样本表现效果良好。
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Estimation of Varying-Coefficient Spatial Auto-Ｒegression
Panel Model with Ｒandom Effects
Chen Jianbao ＆ Sun Lin
Abstract:Varying coefficient models with superior readability and robustness have been widely used in a
variety of research fields． In this paper，it proposes the new varying coefficient spatial autoregressive panel
model with random effects． By the profile maximum likelihood estimators are constructed，it gets the consistency
and asymptotical normality of these estimators． The Monte Carlo simulation shows that the estimators have good
performances under finite samples．
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* 本文为国家社会科学基金项目“半参数变系数空间自回归模型的理论及应用研究”(16BTJ018)、教育部人文社会科学重点
研究基地重大项目“集聚经济下的中国地方政府财税行为研究”(15JJD790029)、教育部人文社会科学项目“空间自回归单指数模
型的理论和实践”(13YJA9100002)和福建省自然科学基金项目“几类新的变系数空间自回归模型的估计和应用研究”
(2017J01396)的阶段性成果。
一、引言
通过预先设定模型形式的参数模型往往难以准确地刻画复杂现实问题中变量间的内在关系，
尤其是非线性关系。受信息技术高速发展和广泛应用的推动，非参数计量模型以其广泛的适用性
得到了学者们的重视和深入研究(Fan 和 Yao，2003)［1］。然而，非参数计量模型本身存在“维数灾
难”问题，即在模型解释变量增多的情况下，估计量的可靠性通常会随之大幅度降低。为了有效克
服此难题，具备良好可读性和稳健性的变系数模型引起了许多学者的重视。早在 1993 年，Hastie
和 Tibshirani便提出了变系数模型［2］。由于实际应用的需要，变系数模型的研究内容不断向各方面
拓展，相关研究取得了丰硕成果，Fan 和 Zhang(1999)［3］研究了具有一般意义的变系数模型，在更
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广泛的理论和实证研究层面上进一步丰富了变系数模型的研究内涵。
近年来，变系数模型的理论不断丰富，其研究成果不仅能适用于截面和时间序列数据分析，而
且在面板数据分析中的应用也十分广泛。对于截面数据变系数模型，Xia 等(2004)［4］、Fan 和
Huang(2005)［5］给出了可行的局部多项式估计方法，借鉴同样的思想，Cai(2007)［6］对时间序列数
据变系数模型进行了深入的研究。面板数据模型的研究更为复杂，Cai 和 Li(2008)［7］，Li 等
(2011)［8］对不同形式的变系数面板数据模型进行了探索，拓展了变系数模型的外延。
随着理论分析的深入和实际问题研究的需要，空间计量模型的相关理论也得到了迅速发展，其
应用趋于广泛(Lee和 Yu，2010)［9］。由于基于空间数据的经济模型结构往往比较复杂，模型内部
可能不仅存在变量的空间关联作用，而且变量之间的非线性交互作用特征也较为突出。于是，借鉴
了非参数回归和空间自回归理论的双重视角，非参数空间自回归模型的理论和实证研究也开始引
起了学者们的关注:Su(2012)［10］、李坤明和陈建宝(2013)［11］对截面数据的半参数空间自回归模型
进行了尝试研究;陈建宝和乔宁宁(2016)［12］将截面数据的部分线性半参数空间自回归模型的估计
技术用于研究我国资源禀赋与地方公共品供给之间存在的非线性关系。
为了有效避免“维数灾难”，本文创新性地构建了一种随机效应多元变系数空间自回归面板模
型。值得一提的是，这类模型在现有的国内外文献中尚未涉及。因为传统估计方法对于该模型的
适用性较低，所以本文尝试借助“截面极大似然估计”的思想，运用截面极大似然估计方法给出模
型的估计量，研究模型估计量的大样本性质，并通过使用蒙特卡洛(Monte Carlo)数值模拟方法考察
所构建的估计量在小样本条件下的效果表现。相对于已有研究成果，本文创新之处在于通过建模
降低了 Su(2012)［10］的模型中“维数灾难”的影响，并且只能将适用于截面数据的变系数空间自回
归模型(李坤明和陈建宝，2013)［11］拓展至能够适用于面板数据的模型，大大增强了对变量的空间
非线性作用机制的数据描述能力。
二、理论模型
考虑具有如下数学形式的多元随机效应变系数空间自回归面板模型:
yit = ρ(W0 Yt)i + x' itβ(uit)+ bi + εit，1 ≤ i≤ N，1 ≤ t≤ T (1)
其中，yit 为被解释变量并满足Yt = (y1t，…，yNt)'，xit 为 p × 1阶解释变量并满足xit = (xit1，…，
xitp)'，ρ为空间相关系数，W0 = (wij)n×n 为空间权重矩阵，(W0 Yt)i 为W0 Yt 的第 i 个分量，β(u)=
(β1(u)，…，βp(u))'，β1(u)，…，βp(u)为一元未知函数，uit 为一维随机变量，bi 为个体效应，εit 为
随机误差项，满足 bi ～ i． i． d． N(0，σ
2
b)，εit ～ i． i． d． N(0，σ
2
ε)，bi 和 εit 相互独立。
记 Xβ = (x'11β(u11)，…，x'1Tβ(u1T)，…，x'N1β(uN1)，…，x'NTβ(uNT))'，则式(1)等价于:
Y = ρWY + Xβ + Ub + ε (2)
其中，Y = (y11，…，y1T，…，yN1，…，yNT)'，W = W0 IT，b = (b1，…，bN)'，U = IN eT，ε = (ε11，
…，ε1T，…，εN1，…，εNT)'，IN 为 N 阶单位矩阵，eT 为 T × 1 阶全为 1 的列向量，“”表示
Kronecker乘积。
记 θ = (ρ，σ2ε，σ
2
b)'，则本文研究的主要目的在于得到未知参数 θ 和函数 β(u)的有效估计方
法。令 A(ρ)= INT － ρW。则式(2)可写为:
A(ρ)Y = Xβ + Ub + ε (3)
即 Ub + ε = A(ρ)Y － Xβ，易知，(Ub + ε)/Y = A(ρ)。因 bi ～ i． i． d． N(0，σ
2
b)，εij ～ i． i． d．
N(0，σ2ε)，从而 Σ = (Ub + ε)(Ub + ε)' = σ
2
ε INT + σ
2
b IN (eT e'T)，于是:
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Σ = σ2(NT－N)ε (σ
2
b + Tσ
2
ε)
N，Σ －1 = 1
σ2ε
INT + (
1
σ2ε + Tσ
2
b
－ 1
σ2ε
)IN (
1
T eTe'T)
易知，式(2)的似然函数为:
L(θ)= (2π)－NT/2 Σ －1 /2exp{－
1
2［A(ρ)Y － Xβ］' Σ
－1［A(ρ)Y － Xβ］} A(ρ) (4)
将计算所得的 Σ的行列式和逆矩阵代入式(4)，进一步可得该模型的对数似然函数为:
lnL(θ)= － N(T － 1)2 lnσ
2
ε －
N
2 ln(σ
2
ε + Tσ
2
b)－
1
2(σ2ε + Tσ
2
b)
［A(ρ)Y － Xβ］'H［A(ρ)Y － Xβ］
－ 1
2σ2ε
［A(ρ)Y － Xβ］'(INT － H)［A(ρ)Y － Xβ］+ ln A(ρ) + const (5)
其中，H = IN(T
－1 eT e'T)。对式(5)关于 σ
2
b和 σ
2
ε分别求偏导，并令其为0，即可得到关于 σ
2
ε
和 σ2b 的估计分别为:
σ^2εT = ［N(T － 1)］
－1［A(ρ)Y － Xβ］'(INT － H)［A(ρ)Y － Xβ］ (6)
σ^2bT = (NT)
－1［A(ρ)Y － Xβ］'H［A(ρ)Y － Xβ］－ T
－1 σ^2εT (7)
将式(6)和式(7)代入式(5)可得到关于 ρ的集中对数似然(Concentrated Log Likelihood)函数:
lnL(ρ)= － N(T － 1)2 lnσ^
2
εT －
N
2 ln(σ^
2
εT + Tσ^
2
bT)－
NT
2 + ln A(ρ) (8)
由于 β(uit)(i = 1，…，N;t = 1，…，T)未知，所以直接求解式(8)关于 ρ最大化问题是不可行
的，故而一般的估计方法并不适用。
三、截面极大似然估计
由于传统估计方法对于式(2)的适用性较低，因此，为得到未知参数和函数的估计，借助“截面
极大似然估计”的思想，本文尝试运用截面极大似然估计方法给出模型的估计量，关于该方法的具
体实施步骤如下:
步骤 1:假定 θ已知，使用局部线性法，参考(Fan和 Yao，2003)［1］和(Fan和 Huang，2005)［5］，得
到 β(u)的可行初始估计 β^IN(u)，即β^IN(u)=^ a^1 = (a^11，a^12，…，a^1p)'，β^
·
IN(u)=^ a^2 = (a^21，a^22，…，
a^2p)'，其中，{(a^1s，a^2s)}
p
s = 1 的定义为:
{(a^1s，a^2s)}
p
s = 1 = argmin
{(a^1s，a^2s)}ps = 1
(1 /NT)∑
N
i = 1
∑
T
t = 1
［珓yit －∑
p
s = 1
(a1s － a2s(uit － u))xits］
2
kh(uit － u) (9)
其中，珓yit =^ yit － ρ(W0 Yt)i，kh(uit － u)= h
－1k((uit － u)/h)，k(·)为一元核函数，h为窗宽，
易知，A(ρ)Y = (珓y11，…，珓y1T，…，珓yN1，…，珓yNT)'。
记 Du =^
x11 … xNT
u11 － u
h x11 …
uNT － u
h x

NT
'，Wu = diag(kh(u11 － u)，…，kh(uNT － u)) ，δ = (a11，
…，a1p，ha21，…，ha2p)'，则式(9)可记为:
δ^ = arg min
δ
(1 /NT)［A(ρ)Y － Duδ］' Wu［A(ρ)Y － Duδ］
通过简单的计算整理可得:
δ^ = ［D'u Wu Du］
－1 D'u WuA(ρ)Y (10)
记 Su =^ (1 /NT)D'u Wu Du，Tu =^ (1 /NT)D'u WuA(ρ)Y，e0 =^ (Ip，0p)'，则:
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β^IN(u)= (a^11，a^12，…，a^1p)' = e'0 δ^ = e'0 S
－1
u Tu (11)
于是 Xβ 的初始估计为:
X β^IN =
x'11( )0 (Du11 Wu11 Du11)
－1 Du11 Wu11

x'NT( )0 (DuNT WuNT DuNT)
－1 DuNT Wu


NT
A(ρ)Y SA(ρ)Y (12)
因此，矩阵 S仅依赖于{(uit，x' it)，i = 1，…，N;t = 1，…，T}。
步骤 2:用式(12)所得到的 X β^IN 替代式(5)中的Xβ，可以进一步得到式(2)的对数似然函数近
似值，如式(13)所示:
lnL～(θ)= － N(T － 1)2 lnσ
2
ε －
N
2 ln(σ
2
ε + Tσ
2
b)－
1
2(σ2ε + Tσ
2
b)
［A(ρ)Y － X β^IN］'H［A(ρ)Y － X β^IN］
－ 1
2σ2ε
［A(ρ)Y － X β^IN］'(INT － H)［A(ρ)Y － X β^IN］+ ln A(ρ) (13)
使上式达到最大值的 θ^即为 θ的估计值，即 θ^ = arg max
θ
(1 /NT)lnL～(θ)。
实际估计分两步完成:首先，假定参数 ρ为已知参数，通过最大化式(13)可以得到(σ2ε，σ
2
b)'的
初始估计，其数学表达式为:
σ^2εIN = ［N(T － 1)］
－1［A(ρ)Y － X β^IN］'(INT － H)［A(ρ)Y － X β^IN］ (14)
σ^2bIN = (NT)
－1［A(ρ)Y － X β^IN］'H［A(ρ)Y － X β^IN］－ T
－1 σ^2εIN (15)
然后，用 σ^2εIN、σ^
2
bIN 替代式(11)中的 σ
2
ε、σ
2
b，计算出仅含参数 ρ的集中对数似然函数:
lnL
～
(ρ)= － N(T － 1)2 lnσ^
2
εIN －
N
2 ln(σ^
2
εIN + Tσ^
2
bIN)－
NT
2 + ln A(ρ) (16)
因此，ρ的估计可通过最大化式(16)得到，即:
ρ^ = arg max
ρ
lnL
～
(ρ) (17)
容易看出，式(17)本身是一个非线性最优化问题，在实际估计时可用迭代方法求解。
步骤 3:将上一步求出的估计量 ρ^代入式(11)中的参数 ρ，于是，可以得到未知函数的估计为:
β^(u)= e'0［D'u Wu Du］
－1 D'u WuA(ρ^)Y (18)
步骤 4:分别将 ρ^、β^(u)代入式(14)和式(15)，可以得到参数σ2ε和σ
2
b的最终估计，其数学表达
式为:
σ^2ε = ［N(T － 1)］
－1［A(ρ^)Y － X β^］'(INT － H)［A(ρ^)Y － X β^］ (19)
σ^2b = (NT)
－1［A(ρ)Y － X β^IN］'H［A(ρ)Y － X β^IN］－ T
－1 σ^2εIN (20)
其中，σ^2b ＞ 0，并且在 σ^
2
b = 0 时，进一步可以得到:
σ^2ε = (NT)
－1［A(ρ^)Y － X β^］'［A(ρ^)Y － X β^］
四、估计的大样本性质
(一)假设条件
记 θ0 = (ρ0，σ
2
ε，0，σ
2
b，0)' 为模型中的空间相关系数及两类方差的真实值。为了进一步考证本文
在第三部分所得到的截面极大似然估计量 θ^ 和 β^(u)的大样本性质，需要首先给出下述正则假
设条件。
A1 关于模型中变量的假设条件:
·122· 统计研究 2017 年 5 月
①{xit，yit，uit，εit}
N，T
i = 1，t = 1 为 i． i． d．随机序列，{xit，yit，bi，εit}
N
i = 1 在时刻 t固定时为 i． i． d．随机序
列，t = 1，…，T，εit 和 bi 相互独立，{uit}
N，T
i = 1，t = 1 的边际密度函数 ft(u)在定义域 u∈ U上连续可微，
并满足一致有界且不为0，其中，U为 k(u)的支撑集;在 t1≠ t2时，{uit1，uit2}的联合密度函数 ft1t2(u，
v)在 U × U上连续可微，其中，i = 1，…，N，t1、t2 = 1，…，T。Ω(u)= E(xit x' it uit = u)存在且非奇
异，且每一个元素满足二阶连续可微;E(xit x' it)为非奇异常数矩阵，并且 E(xitεit uit) = 0，
E(xitbi uit)= 0;bi 满足 E(bi x1，…，xNT)= 0，Var(bi x11，…，xNT)= σ
2
b ＜ ∞ 及 E(‖bi x' it‖)＜
∞;εit满足 E(εit x1，…，xNT)= 0，Var(εit x11，…，xNT)= σ
2
ε ＜ ∞ 及 E(‖εit x' it‖)＜ ∞;其中，i =
1，…，N，t = 1，…，T。
② 存在 r = max(4，s)，使得 E(‖ xit‖
r)＜ ∞，E(‖bi‖
r)＜ ∞，E(‖εit‖
r)＜ ∞，并对 τ ＜
2 － s－1，有(NT)2τ－1h→ ∞，其中，i = 1，…，N，t = 1，…，T。
③ 实值函数 β i(u)(i = 1，…，p)为二阶连续可微，并且在定义域 u ∈ U上满足一阶 Lipschitz
条件，即对于任意定义域上的 u，都满足 β i(u)≤ mβ，其中，mβ 为正常数。
A2 关于模型中常量的假设条件:
①W0 的对角元为 0，非对角元 w0，ij一致小于 O(1 / lN)，并且 limN→∞ lN /N = 0，i、j = 1，…，N。对任意
的 ρ∈ Θ，IN － ρ W0 为非奇异矩阵，其中，Θ为凸紧集，ρ0 为 Θ的内点。
② W0 和(IN － ρ W0)
－1 在 ρ∈ Θ上满足绝对行和与绝对列和一致有界。绝对行(或列)和一致
有界是指对任一矩阵 D = (Dij)N×N，存在非负常数 mD 使得Σ
N
i = 1
Dij ≤ mD 及Σ
N
j = 1
Dij ≤ mD。
A3 关于核函数的假设条件:
k(·)为连续非负偶函数，令 μl = ∫k(v)vldv，νl = ∫ k2(v)vldv，则对于任意的正奇数 l，μl = vl =
0;同时 μ0 = 1，μ2 ≠ 0。
A4 关于窗宽的假设条件:在 N→ ∞、T→ ∞ 及 h→ 0 时，NTh→ ∞。
A5 参数估计唯一性条件:存在唯一的 θ0，使得式(2)成立。
A6 lim
N，T→∞
1
NT X'β B'0(
H
σ2ε，0 + Tσ
2
b，0
+
INT － H
σ2ε，0
)B0 Xβ 存在并且非奇异，其中，B0 = W A
－1(ρ0)。
A7 lim
NT→∞
1
NT{tr［(B'0)
2］+ tr(B'0 B0)－
2
N(T － 1)［tr((INT － H)B0)］
2 － 2N［tr(H B0)］
2}＞ 0
A1 描述的是本文中随机效应模型的基本特征;A2 给出了空间权重矩阵的结构特征;A3 和 A4
给出的是核函数和带宽条件;A5 为唯一性识别条件;A6 和 A7 是参数部分渐近正态分布的证明
条件。
(二)主要结论
在给出估计量的大样本性质之前，本文需要首先给出四条引理。
引理 1:在假设条件 A1 － A4 下，
Su →
p
F(u)
Ω(u) 0
0 μ2Ω(u( ))
其中，F(u)= lim
T→∞
(1 /T)∑
T
t = 1
ft(u)，Ω(u)= E(xit x' it uit = u)，i = 1，…，N，t = 1，…，T。
引理 2:在假设条件 A1 － A4 下，β^IN(u) →
p
β(u)。
引理 3:设 A为 NT × NT对称矩阵，其中 Aij，st 为其第 ij 行、第 st 列元素，则二次型 Q = (Ub +
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ε)'A(Ub + ε)的期望和方差分别为:
E(Q)= σ2b tr(A
～
)+ σ2ε tr(A)
Var(Q)= (ξ4 － 3σ
4
b)∑
N
i = 1
A
～ 2
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其中，A
～
= U'AU，Aij 为 A
～
第 i行第 j列元素，ξ4 = Eb
4
i，η4 = Eε
4
it。进一步可得:
(Q － EQ)/ Var(Q槡 ) →
L
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引理 4:若 A为 N阶方阵，有 tr(A2)≤ tr(A'A)。进一步，若 A的 N个特征值均为实数并且其中
k个非 0，则有 tr(A2)＞ 0，并且(trA)2 / tr(A2)≤ k。
在给出主要结论前，记 Θ0 = {ρ ρ∈ Θ，‖ρ － ρ0‖≤ c1 (NT)
－1 /2}，其中，c1 为给定正常数，类
似约束参考 Hrdle 等(1993)［13］。不同于 Su(2012)［10］，本文模型中解释变量为随机变量，参考
Pang和 Xue(2012)［14］。
定理 1:在假设条件 A1 ～ A5 下，ρ^ － ρ0 = op(1)，对 u∈ U成立。
定理 2:在假设条件 A1 ～ A5 下，β^(u)－ β(u)= op(1)，对 ρ∈ Θ0 及 u∈ U成立。
定理 3:在假设条件 A1 ～ A5 下，σ^2ε － σ
2
ε，0 = op(1)，σ^
2
b － σ
2
b，0 = op(1)，对 ρ∈Θ0 及 u∈ U成
立。
定理 4:在假设条件 A1 ～ A6 或假设条件 A1 ～ A5 及 A7 下，槡NT(θ^ － θ0) →
L
N(0，Σ －1θ0)，对 ρ
∈ Θ0 及 u∈ U成立，其中，Σθ0 = － limN，T→∞E
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定理 5:在假设条件 A1 ～ A5 下，槡NTh(β^(u)－ β(u)－ φ(u)) →
L
N(0，γ2(u)) ，对 ρ∈Θ0及
u∈ U成立，其中 γ2(u)、φ(u)满足:φ(u)= 12 h
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¨
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ft(u)，Ω(u)= E(xit x' it uit = u)，i = 1，…，N，t = 1，…，T。进一步，在 NTh
5 → 0
时， NTh槡 (β^(u)－ β(u)) →
L
N(0，γ2(u)) ，对 ρ∈ Θ0 及 u∈ U成立。
定理 1 ～ 3 分别给出了 ρ^、β^(u)和(σ^2ε，σ^
2
b)' 的一致性，定理 4 和定理 5 给出了估计量的渐近正
态分布。
五、数值模拟
下面本文利用蒙特卡洛(Monte Carlo)方法来评估本文所给出的估计方法的小样本表现。一方
面，为了评估参数估计效果，对于每个估计量，计算样本标准差 (Std． dev)和两种均方根误(Ｒoot
Mean Square Error，ＲMSE)ＲMSE1 和 ＲMSE2:
ＲMSE1 = ［ 1mcn∑
mcn
i = 1
(θ^i － θ0)
2］
1 /2
，ＲMSE2 = (θ^0． 5 － θ0)
2 +
θ^0． 75 － θ^0． 25
1． 35
其中，θ^i 为第 i次数值模拟得到的估计值，i = 1，…，mcn，θ0 为模型自身的真实值，mcn为模拟
次数。另一方面，为了评估非参数部分估计效果，采用平均绝对误差(Mean Absolute Deviation
Error，MADE)，其表达式为:
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MADEj = Q
－1∑
Q
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β^ j(uq)－ β^ j(uq)
其中，j = 1，…，mcn，{uq}
Q
q = 1 为 u的支撑集内选取的 Q个固定网格点。
由于在实际应用中很难计算出最优窗宽(Su，2012)［10］，因此本文利用拇指准则(Ｒule of
Thumb)计算窗宽，在本文中所使用的核函数为研究中所常用的 Epanechnikov核函数。
(一)数据生成
对式(2)代入已知数据生成待模拟的初始样本，并假设初始样本的时间长度分别为 T = 2 和 T
= 4。对于数据生成过程，作如下设计:
① 令 xit 为二维随机变量，且分量均服从均匀分布 U(－ 2，2)，β1(uit)= 0． 5uit + sin(1． 5uit)，
β2(uit)= e
－1． 5uit2 + 0． 2uit，uit服从均匀分布 U(－ 3，3)，i = 1，…，N，t = 1，…，T，ε的分量满足 εij ～
i． i． d． N(0，σ2ε，0)，b的分量满足 bi ～ i． i． d． N(0，σ
2
b，0)，其中，(σ
2
ε，0，σ
2
b，0)' = (0． 5，1)'。
② 取空间相关系数 ρ0 = 0. 3，为考察空间权重矩阵对估计效果的影响，借鉴 Lee(2004)
［15］的
做法，使用 Case权重矩阵(Case，1991)［16］，即假定有 Ｒ 个区域，每个区域各 M个成员，归属于同一
区域的成员之间两两相邻，且其相互之间权重相同，即该权重矩阵满足W0 = IＲ  BM，其中 BM =
(eMe'M － IM)/(M － 1)。在本文中，对 N = Ｒ × M分别取 Ｒ = 20、30，M = 2、4、6 进行模拟得到结果。
另外，为了避免因权重矩阵选择单一造成研究结论出现偏颇，本文同时使用 Ｒook 权重矩阵(Su，
2012)［10］，即每个空间单元与其有共同边界的单元互为“邻居”，故居中单元有四个“邻居”，边界单
元有三个“邻居”，角落单元仅有两个“邻居”。在本文中分别取 N = 64、81、100、121、144、225 进行
模拟对比。
(二)模拟结果
为了验证估计方法的有效性，本文利用 Matlab 进行了 300 次模拟，对每次的数据模拟结果进
行了统计汇总，并计算了模拟结果的评级指标。
表 1 参数模拟结果(Case权重矩阵)
T M 参数
Ｒ =20 Ｒ = 30
Mean Std． dev ＲMSE1 ＲMSE2 Mean Std． dev ＲMSE1 ＲMSE2
2 2 ρ 0. 3029 0. 0554 0. 0554 0. 0587 0. 2978 0. 0429 0. 0429 0. 0479
σ2ε 0. 6270 0. 1418 0. 1902 0. 1691 0. 6041 0. 1061 0. 1485 0. 1171
σ2b 0. 7666 0. 2690 0. 3558 0. 3183 0. 8344 0. 2179 0. 2733 0. 2602
4 ρ 0. 2951 0. 0529 0. 0530 0. 0505 0. 2998 0. 0413 0. 0412 0. 0408
σ2ε 0. 598 0. 1058 0. 1441 0. 1201 0. 5697 0. 0741 0. 1016 0. 0727
σ2b 0. 8766 0. 2056 0. 2395 0. 2041 0. 9152 0. 1706 0. 1903 0. 1770
6 ρ 0. 2887 0. 0563 0. 0573 0. 0641 0. 2939 0. 0465 0. 0468 0. 0450
σ2ε 0. 5752 0. 0794 0. 1093 0. 0856 0. 5540 0. 0603 0. 0809 0. 0636
σ2b 0. 9154 0. 1637 0. 1841 0. 1766 0. 9486 0. 1340 0. 1434 0. 1382
4 2 ρ 0. 3318 0. 0455 0. 0555 0. 0472 0. 3274 0. 0370 0. 0460 0. 0363
σ2ε 0. 5923 0. 0833 0. 1242 0. 0895 0. 5696 0. 0573 0. 0901 0. 0617
σ2b 0. 8455 0. 2335 0. 2797 0. 2401 0. 8881 0. 1894 0. 2197 0. 1938
4 ρ 0. 3202 0. 0410 0. 0456 0. 0403 0. 3190 0. 0340 0. 0389 0. 0328
σ2ε 0. 5596 0. 0515 0. 0787 0. 0593 0. 5497 0. 0423 0. 0652 0. 0467
σ2b 0. 9365 0. 1743 0. 1852 0. 1847 0. 9367 0. 1334 0. 1475 0. 1348
6 ρ 0. 3167 0. 0430 0. 0461 0. 0425 0. 3193 0. 0334 0. 0385 0. 0303
σ2ε 0. 5441 0. 0403 0. 0597 0. 0421 0. 5359 0. 0338 0. 0492 0. 0343
σ2b 0. 9588 0. 1481 0. 1535 0. 1619 0. 9586 0. 1217 0. 1284 0. 1287
由表 1 可知，在不同样本量下，参数 ρ、σ2ε、σ
2
b 的估计值与真实值均较为接近，表明本文所给出
的估计量均具有较好的小样本表现。在考虑样本时间长度固定(T相同)时，本文发现:
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第一，当空间复杂度固定(M相同)时，随着区域数量 Ｒ 的增加，ρ、σ2ε、σ
2
b 的偏误逐步减小，表
现为 ＲMSE1、ＲMSE2 随着区域数 Ｒ的增加而减少，说明在空间复杂度固定时(M 相同)，参数的偏
误与样本量呈反比。当空间复杂度 M固定时，ρ、σ2ε、σ
2
b 的标准差会随着 Ｒ 增加逐步减小，说明伴
随样本量增大，ρ、σ2ε 、σ
2
b 的估计值会逐步收敛至其真值。
第二，在区域数量固定时(Ｒ相同)，随着空间复杂度 M 的增加，σ2ε、σ
2
b 的估计偏误、标准差均
呈现减小趋势，但 ρ的估计偏误并未明显下降，说明在区域数 Ｒ固定的条件下，空间复杂度 M的增
加会抵消掉样本量增加对 ρ估计偏误的影响。
第三，在样本个体数量固定时(N相同)，ρ的偏误伴随空间复杂度 M的增大而增大，其他参数
则表现为不受 M 的影响或受影响很小。例如，对比模型样本为 N = 120 的两组模拟结果，可以发
现，当 Ｒ =20、M =6 时，ρ的偏误和标准差均比 Ｒ =30、M =4 时大，而其他参数的统计指标则无明显
不同。
当样本个体数量、空间复杂度、地区数均固定时(N、M、Ｒ 均相同)，随时间长度 T 增大，ρ、σ2ε、
σ2b 的偏误会逐步减小，具体表现为 ＲMSE1、ＲMSE2 随样本的时间长度 T的增加而减少。说明在样
本截面单元数量、空间复杂度、地区数均固定时(N、M、Ｒ 均相同)，参数估计偏误会随样本量增加
而减少。伴随着时间长度 T的增加，ρ、σ2ε、σ
2
b 估计的标准差逐步减小，说明 ρ、σ
2
ε、σ
2
b 的估计值会随
样本量增大逐步收敛到其真值。
由表 2 可知，空间复杂度大小对未知函数估计的影响较小，未知函数估计主要受样本截面单元
数量(N = Ｒ × M)和样本时间长度(T)的影响，MADE 的中位数及标准差随着模型样本量的增大而
逐渐减小，说明未知系数函数的估计逐步收敛于其真实值。
表 2 20 个固定格点处的MADE值的中位数和标准差 (Case权重矩阵)
T 函数 统计量
M =2 M =4 M =6
Ｒ = 20 Ｒ = 30 Ｒ = 20 Ｒ = 30 Ｒ = 20 Ｒ = 30
2 β1 Median 0. 2900 0. 2501 0. 2266 0. 1931 0. 2016 0. 1706
Std． dev 0. 0739 0. 0622 0. 0540 0. 0467 0. 0460 0. 0338
β2 Median 0. 2303 0. 1915 0. 1716 0. 1500 0. 1471 0. 1258
Std． dev 0. 0703 0. 0523 0. 0443 0. 0362 0. 0337 0. 0295
4 β1 Median 0. 2324 0. 2036 0. 1787 0. 1552 0. 1562 0. 1290
Std． dev 0. 0533 0. 0480 0. 0394 0. 0322 0. 0310 0. 0279
β2 Median 0. 1683 0. 1456 0. 1316 0. 1152 0. 1111 0. 0991
Std． dev 0. 0438 0. 0355 0. 0324 0. 0290 0. 0245 0. 0207
图 1 和图 2 分别展示了在样本容量满足 N = 400 (Ｒ = 100，M = 4)以及 N = 600(Ｒ = 100，M =
6)时，时间长度 T = 2，参数满足 ρ = 0. 3、σ2ε，0 = 0. 5、σ
2
b，0 = 1 下未知函数 β1(u)、β2(u)的估计效
果。由图 1 和图 2 可知，样本容量增加会改善未知函数的估计效果，空间复杂度增加对非参数估计
效果的影响不大。
表 3 为基于 Ｒook权重矩阵进行模拟的最终结果。通过表 3 可知，ρ、σ2ε、σ
2
b 的估计值在不同样
本规模下均较为接近其真实值，说明了估计量具有较好的小样本表现。在样本时间长度固定(T相
同)时，ρ、σ2ε、σ
2
b 的偏误伴随着样本截面单元数量的增加而减小，而在样本个体数量固定(N相同)
时，ρ、σ2ε、σ
2
b 的偏误随样本时间长度的增加而减小，均说明样本容量越大，估计偏误越小。同样，随
着样本数量的增加，ρ、σ2ε、σ
2
b 估计的标准差逐步减小，说明伴随样本容量增大，参数的估计值会逐
步收敛到真值。综上所述，参数估计会随样本数量的增大收敛于其真实值，这与本文第四部分所讨
论的估计量的大样本性质是一致的。由表 4 中的模拟结果可知，MADE值的中位数、标准差等均会
伴随样本量增大呈现逐步减少趋势，说明未知系数函数的估计逐步收敛到其真值。
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图 1 N =400 (Ｒ =100，M =4)下函数 β1(u)、β2(u)的估计结果 (Case权重矩阵)
图 2 N =600 (Ｒ =100，M =6)时函数 β1(u)、β2(u)的估计结果 (Case权重矩阵)
表 3 参数模拟结果 (Ｒook权重矩阵)
N 参数
T = 2 T = 4
Mean Std． dev ＲMSE1 ＲMSE2 Mean Std． dev ＲMSE1 ＲMSE2
49 ρ 0. 2816 0. 0885 0. 0903 0. 1057 0. 3221 0. 0736 0. 0768 0. 0690
σ2ε 0. 6176 0. 1260 0. 1722 0. 1462 0. 5873 0. 0686 0. 1110 0. 0775
σ2b 0. 8161 0. 2373 0. 3000 0. 2763 0. 8598 0. 2052 0. 2483 0. 2154
64 ρ 0. 3041 0. 0727 0. 0727 0. 0720 0. 3183 0. 0666 0. 0690 0. 0683
σ2ε 0. 5993 0. 1074 0. 1462 0. 1289 0. 5718 0. 0586 0. 0926 0. 0638
σ2b 0. 8479 0. 2345 0. 2792 0. 2723 0. 9125 0. 1862 0. 2055 0. 1823
81 ρ 0. 2939 0. 0708 0. 0709 0. 075 0. 3236 0. 0537 0. 0586 0. 0535
σ2ε 0. 5942 0. 0983 0. 1361 0. 1058 0. 5633 0. 0526 0. 0823 0. 0533
σ2b 0. 8858 0. 1775 0. 2108 0. 1909 0. 9362 0. 1816 0. 1922 0. 1823
100 ρ 0. 2905 0. 0675 0. 0680 0. 0724 0. 3212 0. 0484 0. 0528 0. 0521
σ2ε 0. 5892 0. 0849 0. 1230 0. 0893 0. 5619 0. 0469 0. 0776 0. 0484
σ2b 0. 8697 0. 1783 0. 2206 0. 1985 0. 9372 0. 1590 0. 1708 0. 1530
图 3 和图 4 分别展示了在样本容量满足 N = 225 和 N = 625，时间长度 T = 2 时，参数满足 ρ =
0． 3、σ2ε，0 = 0． 5、σ
2
b，0 = 1下未知函数 β1(u)、β2(u)的估计效果。由图 3 和图 4 可知，随着样本容量
增加，未知函数的估计值逐步收敛到真值。
表 4 20 个固定格点处的MADE值的中位数和标准差 (Ｒook权重矩阵)
统计量
T = 2 T = 4
N = 49 N = 64 N = 81 N = 100 N = 49 N = 64 N = 81 N = 100
β1 Median 0. 2772 0. 2558 0. 2265 0. 2178 0. 2155 0. 1951 0. 1779 0. 1663
Std． dev 0. 0700 0. 0542 0. 0503 0. 0478 0. 0481 0. 0424 0. 0374 0. 0333
β2 Median 0. 2131 0. 1856 0. 1655 0. 1545 0. 1597 0. 1465 0. 1316 0. 1244
Std． dev 0. 0563 0. 0475 0. 0469 0. 0369 0. 0418 0. 0356 0. 0315 0. 0261
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图 3 N =225 下函数 β1(u)、β2(u)的估计结果 (Ｒook权重矩阵)
图 4 N =625 下函数 β1(u)、β2(u)的估计结果 (Ｒook权重矩阵)
六、总结
为解决变量的空间依赖性，避免出现多元非参数空间自回归模型的“维数灾难”，提高估计方
法的稳健性，本文面向存在空间关联的面板数据，创新性地构建了一种随机效应变系数空间自回归
面板模型。
由于传统估计方法对于该模型的适用性较低，故而本文借助“截面极大似然估计”的思想，运
用截面极大似然估计方法给出了模型的估计量，并通过理论分析和数值模拟两个角度进行研究，结
论如下:①在正则假设条件下，证明了本文所得到的估计量具备一致性和渐近正态性，表明本文估
计方法具有良好的实用性。②模型估计量的偏误和标准差在小样本条件下均较小，说明本文所使
用的截面极大似然估计在小样本条件下表现优良;同时，估计量的偏误和标准差伴随模型样本量的
增加均呈现下降趋势，说明估计方法在小样本条件下的表现与理论分析结论保持一致;空间相关系
数估计量在小样本条件下表现为对空间复杂性较敏感，说明空间复杂性的变化会影响空间相关系
数估计量的精度。但样本量的增加能削弱空间复杂性的影响，进一步改善估计量的稳健性，其他估
计量对空间权重矩阵则保持了良好的稳健性，即该矩阵的复杂性对其他估计量精度的影响较小。
本文虽然构造了模型的估计方法，论证了估计的大样本性质，利用数值模拟方法考察了估计的
小样本表现;但是鉴于估计的复杂性，本文未能从理论上进一步论证估计的小样本性质并将估计技
术应用于实际问题研究中，这些不足之处是今后努力的方向。
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